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Résuḿe. Les signaux ayant des spectres de puissance dont la décroissance est en 1/f α ont
traditionnellement vu leur exposant estimé par une ŕegression lińeaire sur un graphique log–log.
Un probl̀eme ḿethodologique survient lorsque le spectre de puissance du signal possède des
zéros: cela introduit en effet des pôles dans la représentation log–log rendant toute régression au
niveau du spectre très ṕerilleuse. Nous pŕesentons une ḿethode qui permet d’éviter ces valeurs
extr̂emes en ne faisant, au niveau de la représentation log– log, qu’une régression sur un sous-
ensemble choisi de maxima locaux. D’autre part, il est bien connu que la dimension fractale
de fonctions de Ḧolder d’exposantα auto-affines est(5− α)/2, ce qui permet, en particulier,
de pouvoir juger de la qualité d’une estimation obtenue par la méthode pŕećedente pour la
dimension fractale de la fonction introduite par Kieswetter. Le comportement de la méthode est
analyśe à partir du spectre de puissance de fonctions lisses, sans que le résultat estiḿe ne puisse
être utiliśe pour obtenir la dimension fractale du signal (qui n’est pas auto-affine). Finalement,
nous examinons les limitations des méthodes d’analyse spectrale pour l’estimation d’une vitesse
de d́ecroissance alǵebrique.

Abstract. Signals with 1/f α spectral densities have traditionally had the exponentα estimated
by linear regression on a log–log plot. This is problematic when the spectrum of the signal
crosses zero because this introduces poles in thelog plot of the spectrum. We present a method
which avoids these extreme values, namely doing a regression on a subset of local maxima on
the same log–log plot. Self-affine functions with Hölder exponentα are well known to have the
fractal dimension(5−α)/2, and we thus estimate the fractal dimension of the function introduced
by Kieswetter. On smooth functions, the new method is tested on log–log representation of
power spectra, but no relation can be established with the fractal dimension of the signal (due
to lack of self-affinity). The limitations of spectral analysis methods for estimation of algebraic
fall-off rates are discussed.

Introduction

Les fractales et la dynamique non linéaire ont ṕeńetŕe la plupart des domaines scientifiques
(Peitgen et al 1992) en fournissant un support assez flexible et surtout, suffisamment
puissant, pour pouvoir faciliter l’étude de systèmes ayant une dynamique complexe etêtre
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ainsi utilisables dans des disciplines aussi variées que les mathématiques appliqúees, la
physique, les t́elécommunications, l’audiovisuel et la médecine.

Dans le domaine de la biologie, et plus particulièrement dans celui de la physiologie
cardiaque, l’emploi de la vitesse de décroissance des spectres de puissance de signaux
a ét́e sugǵeŕee (Goldbergeret al 1985). Cet usage repose sur un lien implicite entre la
physiologie normale du muscle cardiaque, et une composante chaotique de la dynamique
de ce muscle. Comme l’onde de dépolarisation des cellules musculaires des ventricules se
propageà travers les fibres du réseau de Purkinje, ces auteurs postulent un lien dynamique
entre la structure anatomique, fractale, du réseau de Purkinje et la vitesse de décroissance
algébrique en fŕequence (bruit) du spectre de puissance de complexes QRS humains. Cette
hypoth̀ese est en partie rejetéeà l’heure actuelle (Chialvo et Jalife 1991, Lewis et Guevara
1991) puisque le m̂eme type de comportement du spectre de puissance peut survenir dans
des signaux clairement non chaotiques, et aussi, dans des préparations exṕerimentales
biologiques n’ayant aucun caractère fractal.

Toutes cesévaluations quantitatives de vitesse de décroissance sont effectuées par
une ŕegression lińeaire. Nous pŕesentons dans cette note une faille méthodologique
inhérenteà cette manìere de proćeder, de m̂eme qu’une ḿethode pour y reḿedier. Nous
avons ainsi d́evelopṕe un algorithme qui ne d́epend que du nombre de points disponibles
exṕerimentalement, et non de la précision nuḿerique utiliśee. Ainsi, plus ce nombre de
points est important et plus le résultat obtenu dans l’estimation de l’exposant caractérisant
la vitesse de d́ecroissance du spectre sera précis. Aussíetrange que cela puisse sembler, ce
n’était pas le cas des méthodes emploýees auparavant (et encore possiblement en usage).

Nous introduisons d’abord les notations utilisées, la terminologie employée et l’́enonće
précis du probl̀eme relev́e. Les deux sections suivantes sont consacréesà la ŕesolution an-
alytique de certains exemples puisà une consid́eration nuḿerique, toutes deux́etaýees de
plusieurs cas qui illustrent les points cruciaux et les limites de notre méthode. Nous mon-
trons en particulier que ces limites sont liéesà l’interpŕetation que l’on fait du th́eor̀eme sur
lequel la ḿethode repose, et que l’usage a peuà peu banaliśe.

0. Préliminaires

0.1. Spectres de puissance et d´ecroissance alg´ebrique

Nous consid́erons des fonctions̀a support compact, qui représentent une impulsion extraite
d’un signal exṕerimentalà peu pr̀es ṕeriodique (par exemple uńepisode d’un complexe
QRS dans uńelectrocardiogramme). L’origine des temps (t = 0) étant arbitraire, nous
consid́erons seulement des fonctions paires. Soit doncg(t) une fonction pairèa support
compact pour laquelle on définit la transforḿee de FourierT g(ω) par

T g(ω) =
∫ ∞
−∞

g(t)e−iωt dt

où, bien ŝur, i2 = −1, etω prend toute valeur réelle non ńegative. Cette intégrale converge,
et on peut́ecrire:

T g(ω) = 2
∫ ∞

0
g(t) cos(ωt) dt.

On appelle spectre de puissanceS(ω) le module au carré deT g(ω) (Papoulis 1965),

S(ω) = |T g(ω)|2 = T g(ω)2 = 4

[ ∫ ∞
−∞

g(t) cos(ωt) dt

]2

.
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A cause de son interprétation en ǵeoḿetrie fractale, et, en particulier, de sa relation avec
la dimension de la courbe tracée par le graphe de la fonctiong(ω), un grand int́er̂et a ét́e
port́e à la vitesse de d́ecroissance asymptotique (ω→∞) de S(ω). En particulier, lorsque
S(ω) décrôıt en 1/ωα on dit qu’on a un bruit enω−α (Keshner 1982), et un bruit enω0 est
appeĺe bruit blanc.

D’une part, le bruit blanc est alors, par définition, un processus stochastique dont le
spectre a un comportement constant: cette réalisation peut̂etre celle, par exemple, du
mouvement Brownien fractal. D’autre part, la dimension de Bouligand (ou ‘box counting’)
d’une fonction est la dimension fractale la plus souvent employée dans les applications: elle
mesure essentiellement une loi d’échelle pour le recouvrement du graphe de la fonction par
des rectangles de côtés de plus en plus petits. Pour une fonction auto-affine continue, avec
un exposant de Ḧolder presque partout le m̂eme, cet exposant peutêtre relíe à la dimension
de Bouligand et̀a la vitesse de d́ecroissance du spectre de la fonction (Tricot 1988).

Rappelons quelques définitions et th́eor̀emes. SoitE un sous- ensemble non vide de
Rn. On noteNδ(E) le plus petit nombre d’ensembles de diamètre au plusδ recouvrantE.
La dimension de Bouligand, ou dimension des boîtes, est d́efinie à l’aide des dimensions
supérieure et inférieure d’un tel sous-ensembleE:

dimBE = lim sup
δ→0

log[Nδ(E)]

− log(δ)
dimBE = lim inf

δ→0

log[Nδ(E)]

− log(δ)
. (1)

Quand ces deux́equations sont́egales on parle alors de la dimension de Bouligand deE,
donńee par:

dimB E = lim
δ→0

log[Nδ(E)]

− log(δ)
(2)

Dans le cas òu E est d́efini comme le graphe d’une fonctionf continue, il est possible
de voir ce sous-ensemble comme une fractale. Il suffit pour cela quef soit suffisamment
irrégulìere pour que la dimension de son graphe soit strictement supérieureà 1. En supposant
quef satisfasse deśequations de type Ḧolder on peut́etablir le th́eor̀eme suivant (Falconer
1990).

Théorème 1.Soit f une fonction continue d́efinie de [0, 1] dansR.
(i) Supposons que

|f (u)− f (v)| 6 c|u− v|2−s (06 u, v 6 1) (3)

où c est une constante strictement positive,c ∈ R∗+ et 16 s 6 2. Alors dimBgraphf 6 s.
(Ceci reste vrai si l’hypoth̀ese initiale est valide localement, c’est-à-dire quand|u− v| < δ

pour un certainδ > 0.)
(ii) Supposons qu’il existe des nombresc > 0, δ0 > 0 et 16 s < 2 avec la propríet́e

que pour chaqueu ∈ [0, 1] et 0< δ 6 δ0 il existe unv tel que

|u− v| < δ et |f (u)− f (v)| > cδ2−s (4)

Alors s 6 dimBgraph.

L’hypothèse (i) assure quef est une fonction de Ḧolder d’exposant 2− s, possiblement
seulement localement. Cette hypothèse permet de contrôler l’irr égularit́e def , puisque la
croissance def sur l’intervalle(u, v) est toujours plus petite quec|u−v|2−s . L’hypothèse (ii)
garantit quef est suffisamment irrégulìere pour que l’on puisse parler effectivement de
courbe fractale.

Nous allons supposer que le signalg(t) satisfaità la fois (3) localement et vérifie une
propríet́e suppĺementaire locale impliquant (4): en tout point(u, g(u)) du graphe deg(t),
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il existe une constantec et un intervalle de diam̀etre 2δ, centŕe enu, tel que pour toutv
dans cet intervalle on ait:

|g(u)− g(v)| > cδ2−s > c|u− v|2−s . (5)

Il est clair que (5) implique (4) et non l’inverse. Il est mentionné vaguement dans la
litt érature que le signalg(t) doit satisfaire (4) de fa¸con assez uniforme vis̀a vis det . Ceci
signifie en fait queg(t) satisfait (5).

Si g(t) vérifie (4) et (5) il estéquivalent de dire que la fonction d’autocorrélation de
C(t),

C(t) =
∫ ∞
−∞

g(h)g(h+ t) dh (6)

satisfait, pourt petit, (d́emonstration analogue de Falconer (1990))

C(0)− C(t) ≈ ct4−2s . (7)

Ainsi, si la fonction d’autocorŕelation C(t) a un comportement ent4−2s pour t petit, la
dimension de Bouligand du graphe deg est s. Du comportement deC(t) pour t petit, on
déduit celui deS(ω) pourω grand, puisque la transforḿee de Fourier deC(t) est pŕeciśement
S(ω):

T C(ω) =
∫ ∞
−∞

C(t)e−iωt dt = S(ω). (8)

C’est cette dernière équation qui justifie toute l’importance accordée à C(t) dans la
détermination deS(ω). Par la formule d’inversion des transformées de Fourier, on a dans
(8),

C(t) = 1

2π

∫ ∞
−∞

S(ω)e−iωt dω = 1

π

∫ ∞
0
S(ω) cos(ωt) dω (9)

ou

C(0)− C(t) = 1

π

∫ ∞
0
S(ω)(1− cos(ωt)) dω. (10)

L’estimé (7) et le th́eor̀eme 2 de la prochaine sectionétablissent le lien entre la dimension
de Bouligand du graphe deg(t) et la d́ecroissance alǵebrique (enω−α) de S(ω).

0.2. Lien entre la dimension de Bouligands et l’exposantα dans le cas o`u S(ω) se
comporte commeω−α

Lorsque le spectre de puissance se comporte enω−α, pour ω grand, il faut évaluer le
comportement pourt petit de l’int́egrale dans l’́egalit́e (10), puis le comparer avec le
comportement donńe par (7). Ceci permet d’obtenir la relation bien connue

s = (5− α)
2

(11)

qui n’est, comme nous le verrons plus bas, qu’une condition nécessaire pour conclurèa
l’existence d’un caractère fractal pour la fonctiong. Consacrer un th́eor̀eme à ce calcul
est ńecessaire pour s’assurer du bien-fondé de la ḿethode, en d́egageant des conditions
suffisantes sur les paramètres pour justifier les calculs menantà l’équation (11). Nous
verrons que l’int́egrale (9) n’existe que pour 1< α < 3, ce qui restreint la dimension
fractale du signal entre 1 et 2, condition nécessaire pour représenter le graphe d’une fonction
continue. Ce ŕesultat est̀a la fois ŕeconfortant, puisqu’il s’agit de courbes planes, et quelque
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Figure 1. Repŕesentations graphiques des trois propriét́es de la fonctionF(ω) du th́eor̀eme 2.
Pour unε donńe, il existe�(ε) à partir duquelF(ω) est comprise entre deux courbes du même
type λω−α dispośes à une distance de±εω−α . Les deux zones représentent la śeparation du
domaine deI (t) en deux sous- domaines sur lesquels les hypothèses (i) et (ii) pour la zone gris
clair, et (iii) pour la zone gris fonće sont exploit́ees.
Graphical representation of the three properties of the functionF(ω) detailed in theorem 2. For
all ε, there is an�(ε) beyond whichF(ω) is bounded between two curves of the formλω−α ,
the distance between the two going as±εω−α . The two zones where the hypotheses on the
domain ofI (t) ((i) and (ii) in light grey, (iii) in dark grey) are displayed.

peu étonnant, car la seule propriét́e impośee à S(ω) est de se comporter enω−α pour ω
grand, ce qui, en principe, n’a aucun rapport avec des notions de dimension.

L’ énonće du th́eor̀eme 2 permet de préciser le comportement d’une fonctionF(ω) en
ω−α (hypoth̀ese iii) et de d́efinir le comportement de l’intégraleI (t) de l’équation (12). La
figure 1 illustre les hypoth̀eses (i), (ii) et (iii).

Théorème 2.SoitF(ω) une fonction positive continue, bornée surR+, ayant pour unλ ∈ R∗+
un comportement enλω−α(ω→∞), c’est-̀a-dire:

(i) ∀ω ∈ R+F (ω) > 0
(ii) ∃K ∈ R∗+|∀ω ∈ R+F (ω) <K
(iii) ∀ε > 0∃� ∈ R∗+|∀ω ∈ R∗+(ω > Ω ⇒ |F (ω) − λω−α| < εω−α). Alors pour

l’int égraleI (t) définie par:

I (t) =
∫ ∞

0
F(ω)(1− cos(ωt)) dω (12)

si 1< α < 3, on a

∀ε > 0∃t0, c1, c2 ∈ R∗+|∀t ∈ R∗+(t� t0⇒ c1t
α−1 < I(t) < c2t

α−1).
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Démonstration. SoientI ab (t) et JM� (t, α) les int́egrales positives d́efinies par:

I ab (t) =
∫ b

a

F (ω)(1− cos(ωt)) dω = 2
∫ b

a

F (ω) sin2

(
ωt

2

)
dω (13)

JM� (t, α) = 22−α
∫ Mt

2

�t
2

λζ−α sin2(ζ ) dζ (14)

où α ∈ R+, λ ∈ R∗+, Ω ∈ R∗+, M ∈ R∗+, M > Ω, a ∈ R+, b ∈ R∗+, b > a. Soientε > 0,
� ∈ R∗+ de l’hypoth̀ese (iii). Par (13), on peut́ecrire

I (t) = I�0 (t)+ lim
M→∞

IM� (t). (15)

En bornantI�0 (t) et limM→∞ IM� (t) à l’aide des trois hypoth̀eses (i), (ii) et (iii), on montre
qu’il existe unK ∈ R∗+, et, pourε > 0 donńe, un� ∈ R∗+ et t0 = 1

�
tel que pour tout

0< t � t0 on ait:(
1− ε

λ

)
tα−1J∞� (t, α) < I (t) < K�

(�t)2

6
+
(

1+ ε

λ

)
tα−1J∞� (t, α). (16)

Finalement,̀a condition que 1< α < 3 on obtient:

c1t
α−1 < I (t) < c2t

α−1 (17)

où nous avons posé
c1 =

(
1− ε

λ
J∞�

)
(t0, α) = 22−α(λ− ε)

∫ ∞
�t0

2

ζ−α sin2(ζ ) dζ

c2 = 2�α−1 max

(
K�

6
,
c̃2

�α−1

)
avec c̃2 = (1 + ε

λ
)J∞0 (t, α) = 22−α(λ + ε)

∫∞
0 ζ−α sin2(ζ ) dζ . Alors c1 et c2 sont

des constantes strictement positives indépendantes det , et nous avons: pourε > 0
donńe, il existe t0, c1, c2 ∈ R∗+ tels que, quelque soitt � t0 et 1 < α < 3 on ait
c1t

α−1 < I (t) < c2t
α−1. �

PuisqueS(ω) satisfait toutes les hypothèses du th́eor̀eme 2, nous obtenons queI (t) =
C(0)−C(t) se comporte commetα−1 lorsquet est petit. En vertu de l’équation (7), il faut
donc que l’on ait l’́egalit́e (11):

4− 2s = α − 1↔ s = (5−α)
2

0.3. Influence des z´eros deS(ω) sur la précision deα

L’exposant caractérisant la vitesse de décroissance du spectre est typiquement obtenu,
en pratique, en tra¸cant un graphique du logarithme de la fonctionS(ω) en fonction du
logarithme de la fŕequence log(ω), puis en effectuant une régression lińeaire sur la courbe
obtenue.

Indépendamment des considérations statistiques, cette méthode pŕesente un problème
sérieux lorsque la fonctionS(ω) poss̀ede un źero. Puisqu’une telle racine se transforme
en p̂ole dans un axe logarithmique des ordonnées, la fonction log[S] devient infinie. Nous
avons repŕesent́e dans la figure 2 un diagramme de puissance type où S(ω) poss̀ede plusieurs
zéros. Nous remarquons la présence des différents p̂oles qui font de la courbe définie par
(log[ω], log[S(ω)]) une suite de ‘bosses’ se rétŕecissant̀a mesure que log[ω] augmente et
que nous appellerons deslobes. Cette succession de lobes montre bien qu’il serait très
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Figure 2. Repŕesentation type de log[S(ω)] and fonction de log(ω).
Typical representation of log[S(ω)] as a function of log(ω).

périlleux de tenter une quelconque régression lińeaire sur une fonction qui n’est même pas
borńee, en th́eorie.

Cette difficult́e semble avoiŕet́e escamot́ee dans la pratique, car la précision emploýee
dans les calculs ne permettait pas de déceler des p̂oles et donc la présence de lobes. De
plus, tout recours̀a un ordinateur conduit̀a consid́erer des ensembles finis de points:
lors d’un calcul de transforḿee de Fourier rapide par exemple, il fautéchantillonner le
signal à analyser et calculer une transformée de Fourier discrète. L’ensemble des pôles
étant restreint comparé au nombre total de données, le ŕesultat de la ŕegression lińeaire
quantifie, en quelque sorte, un ‘équilibre’ entre les p̂oles et les autres données. Cet́equilibre
(instable) d́epend, pour le calcul, de la fréquence d’́echantillonnage choisie, du nombre
total de donńees et du nombre de valeurs prises dans les gorges (arbitrairement profondes)
situées entre les lobes. On peut donc se retrouver en face du paradoxe suivant: la vitesse
d’échantillonnage croît, mais la ŕegression sur le graphique log–log ne s’améliore pas et
ne converge pas. Autrement dit, la précision emploýee dans la mesure du signal augmente
mais l’algorithme de d́etermination de l’exposantα donne une valeur tout̀a fait arbitraire.
C’est cette embarrassante situation que nous cherchonsà redresser. Notons que, pour un
signal lisse, nous avons considéŕe dans la figure 2 seulement l’effet des pôles: un spectre
de puissance associé à une courbe fractale présente d’autres difficultés, qui seront traitées
dans la prochaine section.

0.4. La méthode des maxima

Consid́erons la fonction sin2(x)/x2: elle d́efinit une courbe comprise entrey = 0 et
y = x−2. Ces deux dernières fonctions forment en quelque sorte uneenveloppepour
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la courbe sin2(x)/x2, et le comportement de sin2(x)/x2 est enx−2. Puisque sin2(x)/x2 est
tangenteà x−2 en leurs points d’intersection, ces derniers approchent très rapidement les
maxima locaux de sin2(x)/x2. Ceux-ci sont donc approximativement portés par l’enveloppe
x−2, et ref̀etent le comportement enx−2 de sin2(x)/x2.

Les maxima locaux du spectre de puissanceS(ω) contiennent donc le comportement en
ω−α de cette fonction, et leur emploi permet d’éviter l’influence des źeros sur la droite de
régression calculée enéchelle log–log. Par le théor̀eme 2,à partir d’une certaine fréquence
� ∈ R∗+ le graphe deS(ω) en échelle log–log, soit{(log(ω), log(S(ω)))|ω > �}, est borńe
par deux droites parallèles de penteα dont la distance d́ecrôit à mesure que� augmente.
La façon dont les points sont distribués entre ces deux droites est totalement inconnue,
tout comme la distribution des maxima locaux deS(ω). Cependant, ces derniers sont les
points les plus proches de l’enveloppe supérieure deS(ω). Puisque, par le th́eor̀eme 2 cette
enveloppe existe, il devient alors justifié de les consid́erer pour le calcul de l’exposantα. On
conserve donc les maxima les plus proches de l’enveloppe supérieure, c’est-̀a-dire que nous
consid́erons la plus grande sous-suite monotone de maxima locaux(qui est d́ecroissante)
sur laquelle nous effectuons la régression lińeaire pour obtenir l’exposantα. En ǵeńeral,
aucune autre sous-suite ne garantit la convergence vers l’exposant, et il est très difficile
d’estimer une borne inférieureà parir de laquelle il ‘suffirait’ d’entamer le calcul.

1. Calculs analytiques sur des exemples lisses

Nous avons choisi trois signaux (comme caricatures d’unépisode d’un complexe QRS)
d’expression analytique très diff́erente: une onde carrée, une onde triangulaire et une onde
exponentielle. Pour chaque onde, il faut calculer la transformée de FourierT g(ω) puis
le spectre de puissanceS(ω) = |T g(ω)|2. Il faut ensuite trouver les maxima locaux de
S(ω) pourω grand, en extraire la plus grande sous-suite monotone (ensembleW ), puis en
effectuer la ŕegression lińeaire enéchelle log–log: ceci permet d’obtenir la valeur de la
vitesse de d́ecroissance recherchée et, par (11), la dimension correspondante. Les ondes
emploýees dans les calculs ne satisfont pas les hypothèses du th́eor̀eme 1, c’est-̀a-dire les
équations (3) et (4) (de m̂eme pour l’́equation (5)). Elles ne possèdent pas une auto-affinité
non-triviale et leur degré d’irrégularit́e est donc insuffisant: ce ne sont pas des courbes
fractales. En appliquant la ḿethode des maximàa de tels signaux, on ne peut relier la pente
obtenueà la valeur de la dimension de Bouligand et donc on peut considérer des fonctions
menantà des valeurs deα suṕerieuresà trois. Le but principal est de préciser, sur des
exemples analytiques simples, un procéd́e de calcul math́ematiquement sain pouvantêtre
automatiśe. Les calculs sont directs et les résultats sont donnés dans le tableau 1.

Remarquons que dans ces résultats,α ne d́epend jamais des constantesa, b ou d, qui
permettent de d́efinir la fonctiong, ce qui laisse supposer que seule laformede l’onde influe
sur sa valeur. De plus, l’onde triangulaire dont l’exposantα vaut 4 est la convolution de deux
ondes carŕees, et donc son spectre de puissance est le carré du spectre de puissance associé à
une onde carrée. Commeα1 = 2, le spectre d’une onde carrée admet une enveloppe enx−2:
il devient évident que l’enveloppe de l’onde triangulaire sera enx−4 et queα2 = 2α1 = 4.

Remarquons enfin que l’expression de l’onde exponentielle fait intervenir un autre
param̀etre, de concavité, not́e d: si d est strictement supérieur à 1, l’onde est concave
et si d est inf́erieur à 1, elle est convexe. Puisque limd→0 g3(t, d) = g1(t), si d tend
vers 0 l’onde exponentielle tend vers l’onde carrée. Commeα ne d́epend pas des
param̀etresa, b et d, on peut se demander pourquoiα3 6= α1? Il suffit de noter que la
fonction f (t, ω, d) = g3(t, d) cos(ωt) n’est pasuniformément continuepar rapportà d
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Tableau 1.

Nature des signaux
Description analytique
des signaux Onde carrée Onde triangulaire Onde exponentielle

Constantes a, b ∈ R∗+ a, b ∈ R∗+ a,
b ∈ R∗+, 1 6= d ∈ R∗+
p = log(d)

b
, C0 = 4a2b2 log2(d)

[d−1]2

Équation g1(t) =
{
a −b 6 t 6 b
0 ailleurs

g2(t) =
 a −

∣∣∣a
b

∣∣∣ −b 6 t 6 b
0 ailleurs

g3(t) =


a

d − 1
[de−p|t |−1] −b 6 t 6 b

0 ailleurs

Spectre de puissance S1(ω) = 4(ab)2 sin2(ωb)

(ωb)2
S2(ω) = (4a)2

b2ω4 sin4( ωb2 ) S3(ω) = 4a2b2 log2(d)

[d−1]2
[d−cos(ωb)−log(d) sin(ωb)

ωb

[(ωb)2=log2(d)]2

W1 ≡ {(µk, νk) : k � 1} W2 ≡ {(µk, νk) : k � 1} W3 ≡ {(µk, νk) : k � 1}

Sous-suite monotone µk = log
[
(2k+1)π

2b

]
µk = log

[
(2k+1)π

b

]
µk = log[(2k + 1)π ]

de maxima locaux νk = log
[

16a2b2

(2k+1)2π2

]
νk = log

[
16a2b2

(2k+1)4π4

]
νk = log

[
C0

[
d+1

(2k+1)2π2+log2(d)

]2
]

Vitesse de d́ecroissance(−α)
log

[
16a2b2

(2n+1)2π2

]
−log

[
16a2b2

(2m+1)2π2

]
log
[
(2n+1)π

2b

]
−log

[
(2m+1)π

2b

] = −2
log

[
16a2b2

(2n+1)4π4

]
−log

[
16a2b2

(2m+1)4π4

]
log
[
(2n+1)π

b

]
−log

[
(2m+1)π

b

] = −4
log

[
C0(d+1)2

[(2n+1)2π2+log2(d)]2

]
−log

[
C0(d+1)2

[(2m+1)2π2+log2(d)]2

]
log[(2n+1)π ]−log[(2m+1)π ]

m,n→∞−→ −4
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Figure 3. Spectre d’ondes exponentielles (S3(ω) dans le texte et le tableau 1). Pourd = 50,
les oscillations sont ńegligeables. Par contre, pourd = 10−5, on observe de multiples lobes
Power spectra for exponential functions (S3(ω) in the text and table 1). Ford = 50, oscillatory
behaviour is negligible, but lobes are clearly visible ford = 10−5..

pour d ∈]0, 1[, ce qui montre que la limite et l’intégrale ne sont pas interchangeables. Les
remarques pŕećedentes illustrent le rapport intime entre la forme du signal et la valeur de
l’exposant calcuĺe. Pour l’onde exponentielle cette méthode n’est profitable que si les lobes
sont pŕesents dans le spectre de puissance, ce qui correspondà d < 1 (voir la figure 3).
Nous prendrons doncd = 10−5 dans les calculs nuḿeriques.

2. Calculs nuḿeriques à l’aide de la méthode des maxima

Comme nous l’avons mentionné à la premìere section, nous devons, pour chacun des
signaux, calculer son spectre de puissance, déterminer la plus grande sous-suite de ses
maxima locaux pour en faire une régression, afin de trouverα et la dimension pŕedite de
Bouligand correspondante. Pour le calcul des transformées de Fourier, nous employons
la transforḿee de Fourier rapide (FFT) en base 2 (Brigham 1974). Pour les trois signaux
présent́es pŕećedemment, le nombre de données retenu estN = 213 = 8192.

Nous avons aussi appliqué la ḿethodeà un signal fractal satisfaisant leséquations (3)
et (5), signal construit̀a partir de la courbe de Kieswetter (Bélair 1987). Cette dernière
est une fonctionK(t) nulle part d́erivable d́efinie arithḿetiquement ent ∈ [0, 1] par son
expansion t́etradique: sit = ∑

j aj4
−j avecaj = 0, 1, 2, 3, alorsK(t) = ∑

j (−1)nTj 2−j

où Tj = aj − 2 si aj > 0, Tj = 0 si aj = 0 et nj est le nombre deTk prenant la valeur
0, k < j . La dimension de Bouligand du graphe deK(t) est connue et vaut 1, 5. Pour cette
courbe, nous avons considéŕe beaucoup plus de données afin de satisfaire (numériquement)
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Tableau 2.

Résultats nuḿeriques

Méthode des Ḿethode Valeurs
maxima usuelle th́eoriques

Nature du signal α r α r α r

Onde carŕee 1.96 −0.999 1.8 −0.7 2 −1
Onde triangulaire 3.91 −0.999 3.36 −0.813 4 −1
Onde exponentielle 3.52 −0.999 3.52 −0.89 4 −1
Onde de Kieswetter 1.87 −0.993 1.69 −0.62 2 −1

Figure 4. Graphique de l’onde de Kieswetter.
Graph of the Kieswetter function.

le plus possible aux conditions du théor̀eme 2. Nous avons prisN = 216 = 65 536. Les
résultats sont moins précis que ceux des autres signaux,à cause de l’irŕegularit́e importante
du spectre. Cependant, ils sont toujours plus précis qu’une ŕegression directe sur toutes les
donńees, comme le montre une comparaison des coefficients de corrélation.

Les ŕesultats obtenus̀a l’aide de notre ḿethode se trouvent dans le tableau 2. On
emploie, pour ces calculs, les valeursa = 5, b = 4, d = 10−5. L’onde de Kieswetter est
l’extension paire de la fonctionK(t), normaliśee sur l’intervalle de d́efinition [−b, b], avec
une amplitude identique aux autres ondes. Des graphiques de l’onde de Kieswetter et de
son spectre de puissance sont donnés sur les figures 4 et 5 respectivement.

L’utilisation des TFRs conduit ińevitablement̀a consid́erer les erreurs de recouvrement
qui se produisent autour de la donnéeN/2 (axe de syḿetrie du spectre): l’effet de ces
erreurs est de sous-estimerα. Il est possible d’́eviter cette zone de données en d́eterminant
le plus grand nombre de données conśecutives de la plus grande sous-suite de maxima
locaux dont le coefficient de corrélationr reste dans une limite de variation permise. Cette
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Figure 5. Graphique log–log du spectre de puissance associé à l’onde de Kieswetter ainsi que
de la droite de ŕegression sur la plus grande sous-suite monotone de maxima de ce spectre.
Log–log plot of the power spectrum for the Kieswetter function, together with the regression
line for the longest monotone subsequence of maxima.

limite peutêtre fix́ee sous forme d’un pourcentage d’écart du coefficient de corrélationr par
rapportà−1 et être ainsi vues comme la précision de la ḿethode. Plus les maxima locaux
de la sous-suite sont alignés et plus les erreurs de recouvrements sontévitées, autrement, le
non-alignement des maxima locaux tendà camoufler les erreurs de recouvrement.

3. Conclusion

Nous avons montré que la ḿethode des maxima est une méthode saine de calcul de la
vitesse de d́ecroissance alǵebrique d’un spectre de puissance: elle garantit la convergence
à partir d’une śelection de donńees refl̀etant la d́ecroissance du spectre, sélection effectúee
sur la plus grande sous-suite monotone de maxima locaux. Ce sont, en effet, les points les
plus proches de l’enveloppe supérieure dont l’existence est prédite par le th́eor̀eme 2 et
donc, les plus susceptibles d’être aligńes pour les grandes fréquences. Cette dépendance
sur les maxima locaux de la FFT du signal initial, force la méthodeà s’aḿeliorer avec une
augmentation du nombre de données disponibles pour le calcul de la FFT. Les valeurs
du coefficient de corrélation obtenues pour la régression des maxima confirment cette
convergence asymptotique, mais possiblement non monotone.

Bien que convergente, ce qui en soit améliore les calculs antérieurs, la ḿethode propośee
est limit́ee par deux facteurs. D’abord, puisqu’elle repose sur des bornes de l’enveloppe du
signal, et non sur le signal lui-m̂eme (selon les valeurs des constantesc1 et c2 de l’énonće du
théor̀eme 2), les fluctuations de ce dernier peuventêtre plus ou moins prononcées. De plus,
le résultat en est un de convergence asymptotique pour lequel aucun estimé de la vitesse
de convergence n’áet́e obtenu. Ce problème se complique dans le cas d’une fonction
nulle-part diff́erentiable, qui est très difficile à mettre en oeuvre sur un ordinateur. Cette
combinaison de limitations dues̀a la finitude des calculs approchés obligeà asseoir les
algorithmes nuḿeriques sur des résultats th́eoriques de convergence, ce que nous avons
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présent́e ici.
Signalons deux travaux antérieurs sur les aspects méthodologiques de l’évaluation de la

dimension fractalèa l’aide du spectre de puissance. Tricot (1988) présente une d́erivation
heuristique de notréequation (11), mais ne l’emploie que sur des fonctions auto-affines.
D’après Osborne et Proven¸cale (1989) la dimension fractale de signaux géńeŕes par des
processus stochastiques peutêtreévalúee par la d́ecroissance de leurs spectres de puissance.
C’est toutefois la dimension de Hausdorff qui y est considéŕee, et l’int́er̂et des auteurs réside
principalement dans le différentiation d’un signal d́eterministe plut̂ot que stochastique.

Des travaux ŕecents ont abord́e des ḿethodes alternatives du calcul de l’exposant dans
les spectres en 1/ωα. En particulier, la variabilit́e du rythme cardiaque a fait l’objet d’études
comparatives (Meesmannet al 1993, Pilgram et Kaplan 1996a) pour la détermination de
l’exposantα. Dans chaque cas, il semble que de meilleurs résultats statistiques soient
obtenus en analysant le signal dans le domaine du temps plutôt que dans celui de la
fréquence. De plus, la nonstationnarité du signal pŕesente des difficultés suppĺementaires
d’évaluation (Pilgram et Kaplan 1996b).

Dans notre étude, comme dans toutes celles mentionnées, ont postulea priori
l’hypothèse de la forme 1/ωα du spectre: aucune ḿethode ne peut confirmer cette hypothèse,
tout au plus peut-on s’assurer d’uneévaluation juste de la valeur du paramètre α. Une
question plus pertinente concerne la valeur scientifiqueà attacher au seul calcul de la
dimension fractale: m̂eme en surmontant les obstacles méthodologiques, comme ceux
abord́es ici, il n’est pasévident qu’un tel calcul puisse, isolément, apporter une grande
contributionà la compŕehension d’un système dynamique, soit physique, soit physiologique.
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References

Bélair J 1987 Sur le calcul de la dimension fractaleAnn. Sci. Math. Qu´ebec11 7–23
Brigham E O 1974The Fast Fourier Transform(Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall)
Chialvo D and Jalife J 1991 1/f α Power spectral density of the cardiac QRS complex is not associated with a

fractal Purkinje systemBiophys. J.48 525–8
Falconer K J 1990Fractal Geometry(Chichester: Wiley)
Golberger A L, Bhargava V, West B J and Mandell A J 1985 On a mechanism of cardiac electrical stability

Biophys. J.48 525–8
Lewis M and Guevara M 1991 1/f α power spectrum of the QRS complex does not imply fractal activation of the

ventriculesBiophys. J.60 1297–300
Keshner M S 1982 1/f noiseProc. IEEE70 212– 18
Osborne A and Proven¸cale A 1989 Finite correlation dimension for stochastic system with power-law spectra

Physica35D 357–81
Meesmann M, Gr̈uneis F, Flaschenecker P and Kniffki K D 1993 A new method for analysis of heart rate variability:

counting statistics of 1/f fluctuationsBiol. Cybern.68 299–306
Papoulis A 1965Probability, Random Variables and Stochastic Processes(New York: McGraw-Hill)
Peitgen O H, J̈urgens H and Saupe D 1992Chaos and Fractals: New Frontiers of Science(Berlin: Springer)
Pilgram B and Kaplan D T 1996a A comparison of estimators for the characteristics of 1/f noise processPreprint

(Montreal: McGill University)
——1996b Nonstationarity and 1/f noise characteristics in heart ratePreprint (Montreal: McGill University)
Tricot C 1988 Dimension fractale et spectreJ. Chim. Phys.85 379–84


